
§5 .
Grothendieck Groups



D Grothendieck群 とは

… 特定のを指すというより 。 様々な分野で現れる 特定の 構をmn
指すす

モチペの : M
.
N A MDN (直和) を 加法

と 思 うとき
、

M , N AMDN(テンル積) を乗法

ここから 環 が作れるのではないか ?

モチベ ② : 加法的関数 を 調べた …

Def .(短完全列 ” が 扱えるような 適当な 場所 とで ) G : 何らかのAel群
(演算 は 十 で書く )

x : e → G (写像) が 加法的

[t短完全列 O → M
'

→ M→ M
"

→ 0 に 対 し

x (M ) = λ(M ' ) t x (M
" )

例 :
。 有限次元 K - vect の 圏 で の dimk (次元 )
^ 長さ 有限 A - Mod の 国 での d 長( さ )
。 連接 層 の 圏 での 九 (Ealer 標数 ) efc

.

O→ M
'

→ M →M "
→

0 : ex. なら

9 ← ( 群>

∠加生的関数は MCMtM ”
を区倒 できないので

～

e はじめから MEM「
+ Mを同一視しておきたい

…

とにおいて O → M ' → M → M → 0cex . があるときに 3 加法的関数 の 玉親.

M と MitM " を 同 一 視 したもの : Grothendieck群

(つまり 、。{生的関数 x →③ という 関手 GPeSe+ を ℃ が表現する

の (有限次元 K - vect ) ~ = 女
→

。 ( X 上 の 有限次元 k- vectbdle ) ~ = K (× ) → K理論



M : met .o- lod に 対し{ M }で Mnisor類を哀す

Def
.
5
.

1

o Fprog : あ { M} 全 てのpoj- o -Modの isom類で生成される 自由 Abel群
Mopoos . rm

m

。 Foh : =機
サ サ 条件な「

= ohereat

。 Rpoy : = {{M' } -{M } t {iど }
o

→ M'→ M→ M
'

o : ex. inFpos |
。 Ran : = 1 /□ in Fon 「ー"1
。 Kproj.= Fpoj / R replete compacfified

prog : 完全 (コンパクト化 ) Grothendieck群
0 kark : = Faoh / Rooh

笑 poj . O-Mod のkpo 」 でのり気余飛す
ーい kcoh

O → M
'

sMs M so : ex in Fprs ( Fah ) で
flat なのでNG Ts 0

MNNFpus-

YON
→ M' のN → o : exin Fpo」 ( Fon )

⇒ Rproj τReoh はFpoj -Mod になりよって

Prop. テンソル積 により

D Fpro] は π換環
, Rproj はイデしで Kpoj は 可模環

D Faoh は Fpoj - Mod,Rohも Fpos-Modi: Keoh は Kproj -Mod .

Fproj -Yod
の

完全列

0 → Rgrogt
,Fpros →→ kpos → 0

Ψ d ↓ : Poincare準同型
0 → Raoh sFoohtsKooh → 0



～ やること ～

o Kaok は proj . o - Mod たちで 生成 される ( Lem .

5
.

2 )
→ 加法的関数は射影O- Mod での 値 が 分 かればよい

。 Kak= Kproj (Thom .

5. 4 )

以上 の 精密化 、coh、上の 加法的関数とoj 上 のそれは 全 く等価

。 Kpros は完全イデアルで 生成 される ( Pp.5 )

→ 加法的関数は 全イデアルでの 値 が 分 かればよい

Leanma .
5

.
2 .meto -Mod のは 射影次元= 2 である 。

つまり M : 任意の met. O - Mod - に 対 し

0 → E → F→ M → 0 : ex が 存在する 。 ( metrizedpojeafoe vesolution )
"

pros
.

prog

prf . 0 M が n民生成成 なら 。F =O' → M を取 り
。
EiaKer(F >M ) とする
…

freefy pros Faproj -tgforfree ..

o metricも 入る 。

よって E: torifree nE :proj . ロ

重要 : 5
.
2
.
の意味

; λ (M ) を 計算 したければ
、

O → E → F → M → 0 : met - proj - resol. を 取れば
い

projprs;

x(M ) = λ(F) - x (E ) となるため !



Ref .

O → E→ F→ M→0 : metiproj ' resol .

↓ ↓ 11 が dominaut ⇒ 縦が adm. epi
O → E→ F→ M0 : met-projivesol . (上 が下 を支配するという ).

Lemona.
i
53 .

任意 の
□ → E→ F→ M→ 0

:met.proj -resol .
に対し

O → E→ F
"

→ M→ 0

0 → E→ F→ M→ 0

直積 β

0 → E→ F pullteck | とすれば □ → E → F → M → 0 は1 与 えられた 2 つを 支配する met. poj 、vesol .
O →E F

"

→ M→ 0

確することリスト
① そもそも O → E → F → M → O が met.poj -resolになっているこ

( 1 ) π E が poj であること

(2) 加群 の 列 として 完全列であること
(3) 一4 を 噛ませたとき 等長 に 分裂 すること

②縦 の 各射が admissibleepiであること

() E → E, E " がadm . epi であること

(2) F → F
1
, F
"
がadm. epi. であること



prf .
① C 1 ) . FE F

'

DF
"
で F,* : ojより F も proj.

。 EE F で F : proj . より Eもj .

(2) やるだけ

(3) 0 → EE → F4Mc→ 0

si

0 → Eε
"
→ F4図 Mc → 0

S"

M 4 3 Fa → Mc = idme
/ /

ー

ーM 4 a ! s
ta → Me = idm. ファイパー 積の普退性 より

secfion が 生 える

Mc ' Fa
"
→ Mc = idme

0 → E4 → F4通 Mc → 0

s

11

→ E¢
O → E4 → *

い sMa¤
Mc → 0

い

metricが
EdXE"4 入っている

…

自然 に 和で [ 秀導される metricが 入る
。

meticが
入 る

→ D : O → E → F → M → 0 はmet.proj. - resol .



② ( ) E →E 1, E
"
は 直積からの 射影 より 互 いを 核 にもつ admepi:

(つまり 0 円 E
「
Ʃ E さだƩ んで → も ← も ex

. )
(2) プ

零射

。

→ E n

1lxad⑤/ プ
O WTS : 紫列は 完全な列

。 加群の列 としての 完性全 (明 らか)

。
ー

¢ をしたときに 等長 に分感
O →E F

"

→ M→ 0 } ; が像 への isom

ii i の 直交補世 F 「 が
isom.

i ) O → E Fi→

¢

o K は 像への 150m
。 (完全列 の 一部だったので )

。 j は 像への isom(ECのmetric はE と Ec
”

の
。感さ感

metric の和だが、前者 O なので )
→θ → E
"

c
F
"

c
→ i = koj は像 への isom

i ; ) claim.iE¢の直交補 はFa
皆

s
"Mc である

。 ( 容易 )

すると 0 → Ec →F' → Mc → 0

πfpri
0 → E4 → iE4

”
* ( Fa' cs

"Mc )

↓ prs汀 s
"Me
"

l 1
「

Ψ r
0 → E4 → E" は S

"Mc→ Mc → 0

この射影 π= Pr 」 はisomである 。加群 としての iso は 明らか )

(構に 従って 計算 するだけなので 略 )

Thm .35

ロ



Thm
.

5
.4 . Poincare 準同型 Kpoj →Kan は 同型

方針 : 0 → Rpoog →Fpros→ ,kproj → 0

d 2 ↓→③π
0 → Rcok .Fook→ ,Kaok → 0

① を 生 やし 、 ② のようにKoh を経由させることで逆射 を構する。

①: M ε Fach つまり 任意の me4. 0 - Mod .12対 ん

O → E → F→ M → 0 : met
. proj . resol . を取 り

{M } 世 [F] - [E] に 送
る。

確認 すること :

。 この 対応 の well - defined性

つまり 。

2 つの metiprojiesol .
O → E

'

→ F
「
→ M → 0

O → E
"
→ F

「
→ M → 0

を取るときっ

[F'] - [E ] =[F ] -E”] となることを 示す
～ 心さっきのLemma 5 . 3 により 2 つの met. projvesol- を 支配する

新しい met、 Drojresol を取 って議論する、

② : 0 → Rpwg <→ Fpros → s kpros → 0

πd 1 →↑↓
0 → Raokw →Fool →s Kook → 0

Kah の Coker の 普遍性 で
↑ を 生 やしたいので、

確認 すること :

0 kprog
→つ

の 合成成 が 口 であること
、

Raok <. Fooh

士らに Rook は O →
M

→ M → M
"

→ 0 : ex . による

{M'}- {M}t {n} で生成 されるから 、この形 の 元 についてのみ

示 せぱよい、



Prf .

① 23 の met . -proj,resol
.

O
→ E

→
F ' →M →

を 取る
。

Lemma
。 より

O → E
"
→ F

"
→ M → 0

0 → E → F→ M → 0

Tα Pβ
「 "

O → E → F → M → 0 : 2 つを 支配するmetproj、 resol- がある
α"
}

Bls ×

O → E
"
→ F

"
→ M → 0

(つまり α感”は admei . ) 上2 段 に注目する
、

O ;ex 0
: ex

adm. epi .よりKeraiKer
β
'があるので

たのように 広げられる 。

O → E
'
→ F

'
-→ M → 0

Tα l βC "
よって

0 → E → F → M → 0

' [E] - [E]
「

O → KeraaKer β
'

→ 0 = ([F]t [Kera'] ] _ (] + [KerβJ )
0 % = []一日同様に下2 段 に 注目 すれは

:Xe

M
「

→ 0 0

= [F"] - [E" ] なので{ M }→[E ] _E] はwell -def
.. 卩

② O → M
'
→ MM "

→

O - eX. を 取 る。
ー ↑ ーヤー ↑ ① : 1 の metiprogresol を 何でもよいので 取 る

0 → F

=回 ② : F を 再利用 して

λ 吉 → M
の

met. proj . resal .を 取る
→

③
0

p ing 8
③ f → F : injより も in;
E E → E

"

0 0 ④ 因 を拡張 して

のmetpojvesol.mot .projirnsol. ⑤で ∞ という完全列が取れる 。

～
加群の

0

↑ よって
「

Ma→ Ma s M
"

x

}
.
: cection.

π {M( } - {M} ← {M"})

Et Eqン = E”] -E] “e
‰

い ↑

δ

;

一邸:
卡 E¢ 心 t ([E]~[)ExO = 0

.

{ ↑ 2 ↑
→ E¢ ロ



Prop .

5
.
5 .

L : Pic(o) → Kih
*

; [o]→ L[《] [ は単群準同型

prf .

Pp-4.5 ( ; ) [
(

《)≡ L (5)⇒ 22b は 単項完全任アUだけ異なる」 よりwell - defで inj.
L[ [2b]] =

( )[ [(《)* L [ s ]]= [ L(《) ] [ L[b )]. ロ
.

これ以降 Pic(o) ≤ kooh とみなし 。[LC] を 「] と 月一視し 、 そう書く
、

p5
.

6.

Koh は加法群として [a] (ては完ぼイデアル) で 生成 される

prf .

Prop.4 . 3 より M:poj .は ^④ Gf( はイデアル ]α形 うでかけるので

O → N → M → 2f→ 0 : 加群 の ex . がある 、

metricは M から 両側 に 誘導できて meto -Modの ex. になる

2f ≡ L (《 ) なる 己 がある (トの構成 e Pp . 4.5( ; ; )) -

→ [M] = 「国 + [N] ～ ∞[M ] =Ʃ歌 とかける、

クが下がっている ロ

重要 : の意味

~ ;[M ] =Ʃ[ なら

x(M) = Ʃ (《 c )x なので 、



Prop .

5
.7 .

2
.
5 : 完全イデアルに対し 、Kah で(《 ] - 1)([] - 1 ) = 0

スローガン : metrized O -Hod (M , <> ) は
↑

有限部分 無限部分の 情報の 組 である。

recall E =GfTTOP : 完全イデアル

I σε
X(4/
～

Hom(k.c)
無限

L(α ) =(fa ( 7ε ) : invertile met. o- Yod
rm

日ナ限部分…(
x
,∂)ε = ④ Eu

9

rxayos (x .y ε (《f)e)
σGX(《)
unmow

無限部分

方針 :

⑥ of. bf ≤ 0 かつ 互いに 素 に 帰着

① ] + [5] = [2b0] + [bt] を 示 す
… ℃ x, boに 対応するmetricをα , β とすると 、 スローガンによれば

[《f
.
λ+ [

,
bβ ] = [rf, αβ] + [bf. 1] を 示せばよい

… O → (2f .α) → (fobf, A ) → ( bf, β) → 0 : ex

11 みたいな Aが
0 → (bf. 1 ) → (afobf , A ) → (Gf , αβ ) → 0 : ex 見つかればよい

② [0] +[bt] = [abf} t l を示

… O → (Efbf . 1 ) → (af , α) → Gffafbf → 0 : ex

211 : oftbf であればよい、

0 → ( ba . 1 ) → (0 , 1 ) → 0f bf → 0 : ex

③ 組み合わせると [] + []方 [ Obo] t [ba] Obobt}+1= [ ab]+ 1


